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PROBLEMA 2 (soluzione a cura di E. Castagnola e L. Tomasi, con I’'uso della calcolatrice
grafica TI-Nspire CX (non CAS)

Consideriamo la funzione fj : R — R cosi definita:
fe(x)=—x> +kx+9
con keZ.
1. Detto I} il grafico della funzione, verifica che per qualsiasi valore del parametro k la retta 7
tangente a I; nel punto di ascissa 0 ¢ laretta S; . tangente a I'; nel punto di ascissa 1, si incontrano

. . 2
in un punto M di ascissa 3

[ 3%

. Dopo aver verificato che & =1 & il massimo intero positivo per cui ’ordinata del punto M &
minore di 10, studia ’andamento della funzione f{(x), determinandone i punti stazionari ¢ di

flesso e tracciandone il grafico.
3. Detto T il triangolo delimitato dalle rette 1, s, e dall’asse delle ascisse, determina la probabilita
che, preso a caso un punto P(x Y P) all'interno di T, questo si trovi al di sopra di I (cioé che si

abbia ¥p > f1(¥) per tale punto P).

4. Nella figura & evidenziato un punto N €Tje un tratto del grafico Fl . La retta normale a F, n N
(vale a dire la perpendicolare alla retta tangente a Fl in quel punto) passa per 'origine degli assi

0. 1l grafico rl possiede tre punti con questa proprieta. Dimostra, pit in generale, che il grafico

di un qualsiasi polinomio di grado 7> 0 non puo possedere pit di 2n—1 punti nei quali la retta
normale al grafico passa per ['origine.
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Soluzione

1) Cominciamo con l'osservare che per qualsiasi valore del parametro k il punto di ascissa 0 di I'k ha coordinate (0, 9),
mentre il punto di ascissa 1, dipendente da k, ha coordinate (1, k + 8). La derivata prima della nostra funzione 1‘k (x) e
data da

f'(x)=-3x*+k.

Nel punto di ascissa O risulta fk'(O) =K e nel punto di ascissa 1 fk'(l) =k —3. Pertanto la retta r, ha equazione
e y—9=Kkx
cioe y = kx + 9. Analogamente la retta sx ha equazione
s Yy—k—-8=(k-3)(x-1)
cioe y = (k — 3)x + 11. Le coordinate del punto di intersezione si trovano risolvendo il sistema
y=(k-3)x+11
{y =kx+9

2 2 2 2
che ha come soluzione X = g ey= gk + 9. Quindi il punto M ha coordinate M (—,Ek +9) , Cioe l'ascissa vale

sempre —.
3

2 4 2
2) Per k = 1 l'ordinata di M vale 9+§ <10, mentre per k = 2 vale 9+§ >10. La disuguaglianza 9+§k >10 vale a

maggior ragione per k > 2.

Perk=1risulta f,(X)=—x*+x+9 e f/(x) = —3x* +1. La funzione & un polinomio di terzo grado e quindi & definita
per ogni x € R. Utilizzando la calcolatrice grafica possiamo inserire nel’ambiente grafico la nostra funzione

X

ST U T

-6.67 +

e visualizziamo
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6.67 %y

-10

-6.67 +

X
10

Nella finestra standard il grafico & poco significativo ma possiamo adattare opportunamente la finestra di visualizzazione

|

X,

-100

-66.7 +

A

100

Questo grafico lascia intuire che si tratta di una funzione “in generale” decrescente con un probabile punto di flesso

nell’intorno del punto di ascissa 0. Ingrandiamo opportunamente la zona che ci interessa

20.77 #y

| fl(x)=-x3 +x+9

4411

10.0%
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Questo grafico chiarisce le idee: possiamo supporre 'esistenza di un punto di flesso di coordinate (0, 9) e di un minimo
relativo con asissa negativa e di un massimo relativo con ascissa positiva di valore opposto rispetto all’ascissa del
minimo. Analizziamo il grafico con gli strumenti della calcolatrice

20.77 Ty

~

[ £1(x)=-x>+x+9

(0.577,9.38)
(-0.577,8.62) |

-12.58 4411 10.0%

Questo fornisce una prima conferma di quanto previsto.
Studiamo ora la nostra funzione con gli strumenti dell’analisi. Risulta innanzi tutto

Iir_n f,(X)=+o e lim f(x)=-

Studio della derivata prima:

fl'(x)=0:>—3x2+l=0:x——£ ex—%

BB BB

fl'(x)>0:>——<x<— e fl(x)<0:>x<—? 0X>==.

3 3
Pertanto X = —? € l'ascissa del punto di minimo e X = ? € l'ascissa del punto di massimo. Le coordinate del minimo

J3 81-243 (3 81+243
—,T e Massimo ?,T .

La derivata prima, il cui grafico & una parabola con la concavita rivolta verso il basso, é crescente per x < 0 e decrescente
per x > 0, quindi il grafico della nostra funzione ha la concavita verso I'alto per x < 0 e la concavita verso il basso per x >0
e quindi il punto di coordinate (0, 9) & un punto di flesso.

Derivata seconda

e del massimo sono minimo (—

fl"(x) =—6X e questo conferma quanto appena detto.
Con la calcolatrice grafica possiamo inserire nel nostro ambiente grafico anche la derivata prima



Compu.stme Q

{EER » n  ‘Docs rao {11 F3

I (0.577,09.38)
(-0.577,8.62):\ £1(x)=x> +x+9

2+

y: X

-18.24 1 18.87

£2(x)= L (1))

ax

-18/88 |

Questo conferma quanto dedotto per via analitica. Possiamo anche verificare nel’ambiente calcolo quanto dedotto

nell’ambiente grafico

~

nSolve(r2(x)=0,x,-1,0) -0.57735

nSolve(f?(x)=0,,\',0,1) 0.57735

ﬁ(-\/:',_) 8.6151

2
vl

3 9.3849
ﬁ(F )

2
o

I

3) Dai risultati del punto 2) deduciamo che le nostre rette hanno equazione:

rn:y=x+9 e siiy=-2x+11

2 29
e si intersecano nel punto M (5,?) . Le due rette tangenti la curva grafico della funzione e I'asse delle ascisse

suddividono il triangolo T in diverse zone. Rappresentiamo graficamente questa situazione

rao 1| P9

£4(x)=x+9
M(0.667,9.67)
r(1,9)

£5(x)=-2: x+11

£3(x)=f1(x)
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La probabilita cercata sara data dal rapporto tra 1) I'area della figura piana delimitata dalle due rette tangenti r1 e s1 e dal
grafico della nostra sull’intervallo [0, 1] a cui dobbiamo aggiungere 'area del triangolo mistilineo TCD, essendo C il punto
di intersezione della nostra cubica con I'asse delle ascisse la cui ascissa vale approssimativamente 2.24 e infine I'area
del triangolo DCB essendo D il punto di intersezione della tangente s1 con la retta perpendicolare all'asse x e passante
per C e risulta D(2.24, 6.52) e 2) I'area del triangolo che abbiamo indicato con MAB. L’area del triangolo ¢ di
determinazione immediata

1 [11 J 29 841
Area(MAB) = —| —+9 |- —=—.
2\ 2 3 12

Per il calcolo della somma delle aree sopra indicate dobbiamo procedere come segue:
2

3 224 1 11
j(x+9+x3—x—9)dx+ j (8—2x+11+x3—x—9)dx+§-6.52-(?—2.24j
0 2

3
dove l'ultimo termine rappresenta I'area del triangolo BCD. Svolgendo i calcoli otteniamo come risultato 13.209.
Quindi la probabilita data dal rapporto fra le aree vale circa 0.18848 ~ 18.85% .
Questi calcoli si possono controllare anche nellambiente calcolo della calcolatrice

WR » *Problema ..018<  Ran{JI|EA

3 0.049283
3
() 7300 dx
JoO
(2.24 2.53163
(fS(X)—ﬁ(x))dx
2
I
1 [ 11 \ 1N A27A

‘EBEEIEEY ‘Froblema 018  reo{fI A

0.04982+2.53162+10.6276 13.2091

13.2091 0.188477
841

12

1 11 10.6276
—-6.52- [—-2.24
2 2

| [E

Inoltre, sempre nell’ambiente calcolo otteniamo
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‘EEEEIEEY > ‘Froblema 018 Rac{l]Ed

2 e 2 oy
0.04983+2.53163+10.6276 12.2091
13.2091 0.188477
841
12
polyRoots(£7(x) x) {2.24004}
|
R

in accordo con quanto trovato per via grafica.

OSSERVAZIONE. E abbastanza insolito incontrare un problema di maturita in cui si richiede la determinazione
approssimata di uno zero di un polinomio di terzo grado

4)

Supponiamo in generale che la nostra funzione f (X) = P, (X) sia un polinomio di grado n. Allora la sua derivata prima

f'(x) =Q,_,(X) sara un polinomio di grado n — 1. La pendenza della retta normale in un generico punto del grafico &

data da n(x) =— . La retta normale in un punto della curva di ascissa xo € passante per I'origine O avra

Qn—l(x)
equazione
1

—X
Qn—l(XO)

Nei punti di intersezione dovra essere soddisfatta 'uguaglianza

y=-—

1
o0 TR

In altre parole dovremo cercare quei valori di xo per i quali &€ soddisfatta 'uguaglianza

X = Q1 (%) P (%) -

Ma questa € un’equazione di grado 2n — 1 e quindi le soluzioni, cioé i punti di intersezione, saranno al massimo 2n — 1.



